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Real-Space  Renormalization-Group (RG)Approach
Differential Renormalization
東北大 ・エ 山 崎 義 武
物性物理 の中で実空間の く りこみ理論 〔dynamicsに ついては高野氏 のreviewを 参照 さ
れ たい〕 が どの ように発展 してきたか,そ の重要な流 れを概観 し,最 近の新 しい発展 として,
殊 に,素 粒子分野 の研究者 に とってな じみの少 い微分形 くりこみ理論 に重点 を置 いて解説 し,
物性 ・素粒子問の情報交換 関係か ら協力関係 への橋 渡 しとなれば幸である。
一般 に,く りこみ群 の方 法 は運動 量 空 間 の く りこみ理 論(例 えば,Callan-Symanzik方程




の よ うに表 わ され る。ffbは 裸 のHamiltonian又はActionで,∬!2はn回 の く りこみ操 作
で得 られ るHamiltonian又はActionで あ る。Rは く りこみ演 算 子 で あ る。 この演算 子 に
は,llXn)を ∬!3-1)と 同 じ形 に保 ち,長 さな どをrescaleす る変 換 を含 ん でい な けれ ば な らな
い。 この過程 が実空 間の くりこみ理論 でどの ように組立 て られてきたかが本題 の実空間の く り
こみ理論の発展のreviewで ある。




(jDStanford-Orsay法(素粒 子 分野 ではStanford,物 性 ではOrsayの グル ー プ に よ り
展 開 され た)
(iV)Differentialrenormalization法
に分 けられよ う。
これ らの方法の特徴 を概説するために最 も単純 な強磁性 の一次元Ising系
∬ 一 一 Σ 、K・ 、・i+、(_z_1σ==s・s一 互)
を例 に取 って進めよ う。系 の物理的性質は,分 配関数が計算出来れば,導 出出来 る。その分 配











をdecimateし て次 の計算 に用い るblockspinに 置 きかえてゆ く過程 を,縦 方向 には計算
の繰返 し数 πが示 されている。
(Dの 方 法1)多 鰍 の原 理,即 ち,・!の 一 ・g・Σ警 、嶋)を 用V・ て・ns個 の ・p・・
の和 が正(負)な らblockspinとして正(負)方 向 を与 えてHamiltonianの 形 を元 の形 に
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保 ち,長 さは格 子 定数 と π.の 積 に拡 大す る。 こ の とき π.と して は奇 数値 を採 るの が よい 。
Ising系 で な い系 に対 して もIsing化 して計算 す る難 点 が あ る。











最 隣 接相 互 作用K(1)(σ(1),σ(1)'),Xはtraceされ るspin変 数 を示 す 。 分 配 関数 の表 式 で
spin(X)に つ い てtraceを 取 り,繰 返 し数n=1の ときの最 隣接 相 互作 用K② として(ns+
1)K(1)を 採 る と元 のHamiltonianの表式 の形 が保 存 され る。 このお きか えは,相 互 作 用 の
数 とdualityを 保存す ると同時 に長 さな どのrescalingの 役割 を演 じてい る。 この近似法 は,
微視的 なspin間 の相互作用 を無視 しなが らもdualityを 保ってい る点で,転 移温度 の決定
に有効 であるが、臨界指数 に対 しては必ず しも良い値 を与えない。精度 を高 めるための試(例
えば,変 分法の併用,等)も なされ てい るが,未 知 の系にこの方法 を適用 した とき得 られ る結
果の正確 さの程度 についての判 定法 が分 っていない。
(llDの 方法3)spin1!2の 強磁 性一次元Isingの 系に磁場 を容易軸 に垂 直な方向に加 えた
場合
∬ 一 一(1Σ ,8『8轟.1+ん Σ 、8『),ノ ≡ ノ(o),ん ≡ ん(吐 ・(o)≡ ・
を考 え る。 この系 は磁 場 が弱 い(h/」 〈1)と き磁 化 がx軸 の正又 は負 方向 に向 き うるdoublet
statesを と り,磁 場 が強 い(h/ノ>1)と き磁 化 がz軸 方 向 を向 くsingletstateを とる,即 ち,
一一次 元 で も相 転 移 の起 る系 で あ る。図1の 繰 返 し数nの とき のHamiltonian
H(π)=一 Σ 、(ノ(n)魂(n)尋 曾+ん(n)舖 ω)+o(n)Σ、f,n)
は,一 次元 鎖 をns個 のspinを もっblockspinに 分 け て,intrablockHamiltonian




峨+、 一 一・(%狸 調 、
を用いて
∬ω 一 Σ、(岬 畷 彦.、+・ ω Σ。.、..訟 ㍗
と書 け る。Keypointは,電 子 計 算機 で,n、 個 のspinか らな る有限鎖 のHamiltonian
H{n)を 対 角化 す る;正 と負 の各spinの 副空 間 の最 低 エ ネ ル ギー状 態 の み を取 り出 して そ れ
らの 固献 態 と固 有値 漱 の(・+・)回 の固有 状劇 拶 唖1― 〉(n+1)と 固龍 ψ+1),
丞+1)と み なす 。 この繰 作 を繰返 す こ とに よ り ノ(n+1),ん(n+1),・(n+1),I!計1)がノ(n))ん(n))
訊 鯉 即 ち,ノ とんの関数 と して表 わ され る.す べ ての物 理 量 は,こ れ らの係数 力・ら求 め
られ,例 えば,系 の ・ ・pi・ 当 りの基 底 エ ネ ・レギー は(E。 叫 。。Q-liM.-x)o(・(n)/・:)で 与
えられ る。 この方法は絶対零度 の低次元系の物性 を調べ るのにか な り有効である。有 限温度へ
の拡張,dynamicsへ の拡張の問題 が残 されている。
以上 の三っの方法あるいは,そ れ らの改良型 については物性 ・素粒子分野 の研究者 はよ く理
解 してお られることなので簡単 にと ゴめておいた。
く りこみ理 論 で は,一 回 の繰 返 し計 算 で系 の 自由度 の消 去 され る比 が熱 力学 的極 限 で有 限な
場合 〔(D,(iD,(llD〕 と零 の場 合 〔(jv)〕が あ る。前 者 の場 合 は相 互作 用 に対 してdiscrete
transformationと な って い るの に対 して,後 者 の場 合 は それ はdifferentialcharacterをも
って い る。有 限温 度 で しか も微 視 的 相 互作 用 を正 確 に考慮 した実空 間 の く りこみ理 論 を組 立 て
るの に は ど うした ら よいか?こ の疑 問へ の解 答 の一 つ は多 くの方 々 に よ く知 られ て い な い
differentialrenormalizationの方法 が あ る。主題 で は あ るが 引用 文献 を記 して説 明は簡単 に
とどめる。
(iv)の 方法 十 分 に長 い鎖(長 さL=α1V;α=格 子 定 数)上 にN個 のspinが あ る とす る。
原理 はN個 のspin系 でspinのtraceを 取 って1V-1個 のspin系 に して か ら格 子 定 数aを
α/(1一 α/L)に 拡 大 す る。 実 際 に は図3に 示 す よ うにN個 のspin系(繰 返 し数 π=o)と
N-1個 のspin系(繰 返 し数n=1)を 相 互作用 で結 んだ 系 を考 えて,n・"Oの 系 の す べ て
のspinに つ いてtraceを 取 る。残 され た!>-1個 のspin系 のHamiltonianの形 は元 の
形 を保 ち,長 さのrescalingを 行 う 、
と熱力学的極限で厳密解を与えるくり1鷹 ∴ 訟二
こみ群 の方程式が相互作用 に対 して得
られ,そ れは微分形 で表わ され る。 図3
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この方法は,二 次元以上の格子ではdual変 換 とrescale(dilatation)変 換 によって組
立て られ る。この方法 がどのよ うな系 に適用 され どんな結果が得 られ たか を以下にかいつ まん
で述 べ よ う。
これ までに正確 に解 けた興味 ある系 は,
(Dspin1/2の 二次元Ising系(三 角格子又は六角格子),
(皿)d次 元Gaussian系(d≧1)(超三角格子又 は超 六角格子),
(皿)vanderWaals(Weiss)spin系
に分類 され よ う。
(1)の 系4)こ の系の相互作用 としては三個の異方的最隣接相互作用 のみが働 くと仮定す る。
図 ・に示す一辺帳 さLの 三角形は格子定数 ・の二つの副三鰹 子A(△)とB(△)か
らなり,・ れ らの副三鯖 子は同時に六蜥(傘)を 構成する・分配関数式において・
六角格子 のspin(×)に ついてtraceを 取 るとA一 三角格子 のHamiltonianが 得 られ,六 角
格子 のspin(○)に つ いてtraceす る とB― 三角格子 のHamiltonianが 求 められ る。 その
際二 つの副格子のHamiltonianは 最隣接相互作用 がdual変 換定数分だけ補 正(spinfield
に対す るrescaling)を 受け,更 に,相 互作用のみの関係す る定数項が現 われ る点 を除いては,
同 じ形 を保つ。B一 三角格子 はA一 三角格子 に比べて一辺につ き一個のspinが 減少 したこと
になっている。そこでB一 三角格子 の 全体 の長 さをA― 三角格子のそれ と同 じ大きさに拡大す
る,即 ち,格 子定数 αをa/(1一 α/L)にrescaleす る。A一 三角格子 か らB一 三角格子への
二回のdual変 換 とrescale変 換 の過程か らくりこみ演算子 が近似 な しに組 立て られる。
α/Lを微小量 としてTaylor展 開す ることによ り,く りこみ群 の表式が最隣接相互作用 に対 し




臨界点近傍 の振 舞はこの くりこみ群 の表式か らすべて求め られ る。主 な結果 としては,①
reducedinteraction〔ui≡(sh2pysh2pUk)―1,z,あk;cyclic,p;六 角 格 子 の 相 互 作 用 〕
spaceで 三つ の相互作用の和 が1に 等 しい面でつ くられ るsubspaceは 常 に くりこみ群 の表
式 を満足 し,し か も,こ の面上 に次 に述べ る臨界点 が存在す る(こ の空間 をcriticalinvari-
antsubspaceと 呼ぶ);② 臨界点 に対応す る固定点の値 が相 互作用 に対 して得 られ た;
③ 相互作用空間で固定点のまわ りでの流 れ(即 ち,系 の安定性)が 調べ られ,そ の固有値か
ら温度軸方向の臨界指taYT=1即 ち,比 熱 に対す る臨界指数 α=oが 得 られた;④ 系の 自
由エネル ギーの表式 も得 られ た。 これ らの結果はhomogeneousinteractionの極限 で
Onsagerの 結果 と一致す るものである。有 限温度 で正確解が得 られた点 は特筆 すべ きで あろ
う。
しか し,こ の方法 は,二 次元 で,spin1/2のIsing系に磁場 が加 った場合,磁 場 がな く
て もspinが1/2で ない場合,あ るいは,三 次元 の場合 に適用す るこ とは非常に難 しい。いかに
この困難 を克服すべ きか?そ の解決策 の一つ として,連 続spinで 乗切ろ うとい う努力 が次 の
テーマである。
(皿)の 系5)こ)、,で の 目的 は,有 限温 度 で,し か も現 実 的 な物 理 系 に対 して もdifferenti一
alrenormalizationの 方法が適用出来 るよ うに したい。 そのためには,先 ず,第 零近似 に相
当す るGaussian系 に対 してどの ように適用 した らよいか,ど のよ うな結果 が得 られるかを
調べ ることが必要 である。運動量空間のくりこみ理論における4一 ε,2+ε,1+ε,等 の展 開 を念
頭 において,a次 元 の超三角格子 と超六角格子にお けるGaussian系 を考える。 異方的 な最
隣接相互作用 だけが働 くと仮定す ると超三角格子 では 砥 己+1)/2個,超 六角格子では(a+1)
個 の相互作用 が存在す る。その うち独立 な相互作用の数 は(d+1)個 だけで あるこ とに注 意 し
よ う。非常に大 きな稜の長 さLの 超 三角体 は二つ の副超三角格子AとBか らな り,そ れ らは同
時 に超六角格子 を構 成 してい る。
(1)の 系の場合 と同様 に二 回のdual変 換 によ り超六角格子 を介 して,A格 子 のHamilto―
nianか らB格 子 のそれに変換 し,格 子定数 をaか ら α/(1一α/L)にrescaleす る。 この過程
で熱 力学的極 限を取 ると,(a+1)個 の相互作用に対す る くりこみ群 の表式 と,残 りの独立 で
ない相互作用 に対す る拘束条件 が得 られ る。
得 られた主 な結果は,① 超六角格子 の相互作用空間で独立な(a+1)個 の和 が1に 等 しい面
がcriticalinvariantsubspaceになる;② 臨界点に相 当す る固定点の値 は(d+1)個 の相
互作用 の正,負 の値 に対応 して2d+1個 求め られ,そ の うちの一点 が強磁性 に対応す る;③ 相
互作用空間で固定点のまわ りの流れに対応す る固有値 か ら温度軸方向の臨界指数yT=2即 ち,
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相関々数 に対す る臨界指数 ン=1/2が 得 られた;④ 系 の自由エネルギーの表式 も得 られた;
⑤温度 を変えたときの固定点近傍 での相互作用 の振舞 と系の 自由エネル ギーの振舞が具体的に
得 られた。
先ず,二 次 元 系 で(1)の 系 の結 果 と比 較 してみ よ う。criticalinvariantsubspaceで二 っ
の系 を考 え る限 りにお い て 固定 点 を含 めて完 全 に一 致 す る,即 ち,こ の空 間 ではIsing系 の
reducedinteractionω、 をGaussian系 の相 互 作 用P,に 対応 づ ければ 完全 に一 致 す る。
Gaussian系 は非現 実 的 系 と して一笑 され て きた が,そ れ は大 きな誤 りで あ る とい う一 つ の証
にな っ た こ とは重 要 な発 展 の一 っ で あ ろ う。 しか し,臨 界 指 数 の値 か ら論 ず る とIsing系 と
Gaussian系 で は差 が出 て くるこ とも注 意 してお こ う。
次に,三 次元以上の系 については,Ising系 では正確解 が得 られていないので 比較 出来な
いが,分 子場理論 の値 と比較す ると臨界指数 は一致 してい る。
最 も重 要 な点 は,有 限温 度 で,d次 元格 子 のGaussian系 に対 して厳 密 解 を与 えるdiffer-
entialrenormalizationの方 法 が確 立 した の で,4一 ε,2+ε,1+ε,等 の展 開 を併 用 して現
実 的 な系 にい どむ足 が か りが出 来 た こ とで あ る。 こ の先 の発 展 は別 の機 会 にゅ ず ろ う。
最 後 に,格 好 な頭 の体 操 にな りそ うな話 題,即 ち,differentialrenormalizationの面 白い
適 用 例 を紹 介 しよ う。
(mの 系6)姻 の 可撚 ・pi・(s、 一 ± ・,,一 ・,2,…,N)が 互 に多 体 の ・…n・i・1を 感
じて相 互 作 用す る系 を考 え る。 系 のHamiltonianとして は,分 子 場模 型 のHamiltonianの
形 を取 り,そ れ は磁 化 の関数 と して表 わ され た内部ellergyに 対応 す る。系 の 自由energy
はentropyと 内部energyで 表 わ され,そ れ が最 小値 を取 る状 態 が安 定 な系 と して実 現 す る。
この系 の特徴 は,一 見,"長 さ"に 相 当す る量 が含 まれていない点である。 このような場合,
くりこみ の演算子は どのよ うに組立て られ るのか?そ の方法は,一 個 のspinのtraceを 取
って!V-1個 のspin系 に移 し,そ の際,自 由energyが 保存する条件 を,(1),(ff)の 系 と
同様 に課す 。1/N展 開 して,熱 力学的極限 を取 る と内部energyに 対 して くりこみ群の方程
式 が求 め られる。 この式 か ら,固 定点 とその まわ りでの振舞,系 の自由energyの 表式 が得 ら
れた。その際,自 由energyの 表式 に含 まれ る積分定数の性質にっいて詳 しく議論 された。
こ})Fで重要なこ とは,長 さに対す るrescale変 換 を(N-1)個 のspi11が 占有 す る空 間の
体積 をN個 のspinが 占めていた体積(形 状 と大きさについて不問)ま で拡大する変換 を1/N
展開の形 で処理 した点であろ う。
この段階 まで くる と誰 にで も実空間 の くりこみ群 の方 法が展開出来た り,使 えそ うな気分に
なれま したで しょうか?も っ と実用的 な実空問の くりこみ群のいろいろな方法については,高
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東大・理 高 野 宏
臨界現象の研究 に用い られ るく りこみ群 の方法1)は,運 動量空間 で くりこみ を行な う方法 と
実空間で行な う方法 の2種 に大別 できる。運動量空間での くりこみ群 の方法 は,現 象論的ハ ミ
ル トニア ン(例 えばG-L―Wハ ミル トニァン)か ら出発 し,ス ケー リング,ユ ニバーサ リテ ィ,
クロスオーバ ー等 の臨界現象の一般的性質 の理解,臨 界指数等 の評価 に成功 した。 また,こ の
方法は動的臨界現象 に も用 い られ,成 功 を収 めている3)こ れに対 し,実 空間での くりこみ群
の方法 は,ミ ク ロなノ・ミル トニァ ン(例 えばイジング ・ハ ミル トニア ン)か ら出発す る。この
ため,個 々のモデル(デ ィスク リー トな変数 をもち,格 子上で定義 されてい るよ うなモデル)
をそれぞれの次元 で(ε 一展開などを用 いず に)直 接扱 えるとい う利点 を持 っている。 また個
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